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РАЗВИТИЕ ГИБКОСТИ МЫШЛЕНИЯ 
СТАРШЕКЛАССНИКОВ ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ, 
СВЯЗАННЫХ С ЧИСЛАМИ БЕРНУЛЛИ

А. С. Ростовцев

Аннотация. В статье исследуются особенности развития гибкости мышления 
старшеклассников. Сформулированы различные точки зрения по поводу понимания 
развития гибкости мышления. Определено, что в период обучения старшеклассни-
ки обязаны овладеть умениями применять собственные знания в различных случа-
ях, перестраивать стандартные методы действия, понимать иные точки зрения, 
следовательно, обладать гибкостью мышления. Стоит отметить, что улучшать 
это качество нужно у детей с раннего детства, поскольку по мере взросления у лич-
ности создается конвергентное мышление, отличающееся тем, что осложняет 
восприятие идей многовариантности, системности и избирательности.	  
	 Также было выделено место решения задач, связанных с числами Бернулли в 
структуре развития гибкости мышления старшеклассников. Рассмотрены компе-
тенции старшеклассников, которые формируются в результате освоения исследуе-
мых задач. Определено, что предложенные задачи могут служить средством повы-
шения математической культуры, гибкости мышления старшеклассников. 

Ключевые слова: математика, специальные комбинаторные числа, числа Бернул-
ли, гибкость, мышление. 

DEVELOPING THE THINKING FLEXIBILITY OF HIGH SCHOOL 
STUDENTS WHEN SOLVING PROBLEMS RELATED TO BERNOULLI 
NUMBERS

A. S. Rostovtsev

Abstract. The article examines the features of the development of the thinking flex-
ibility of high school students. Different points of view are formulated about the under-
standing of the development of flexibility of thinking. It was determined that, during 
the period of study, senior pupils are required to master the ability to apply their own 
knowledge in different cases, to rebuild standard methods of action, to understand oth-
er points of view, therefore, they have the flexibility of thinking. It should be noted that 
it is necessary to improve this quality in children from early childhood, since as a per-
son grows older, convergent thinking is created in the personality, characterized in 
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that it complicates the perception of multivariate, systematic and selective ideas.	  
	 A place for solving problems related to Bernoulli numbers in the structure of developing 
the flexibility of thinking of high school students was also highlighted.  The competencies of 
high school students, which are formed as a result of the development of the studied tasks, 
are examined.  It is determined that the proposed tasks can serve as a means of increasing 
the mathematical culture, the flexibility of thinking of high school students.

Keywords: mathematics, special combinatorial numbers, Bernoulli numbers, flexibility, 
thinking.

Запросами современного общества 
определен вектор на улучшение 
нано-, био-, информационных, ког-

нитивных технологий. Однако, чтобы ука-
занные направления корректно осущест-
влялись и способствовали получению ка-
чественных результатов, необходимы вы-
сококвалифицированные эксперты. Базо-
вая профессиональная подготовка указан-
ных экспертов осуществляется в условиях 
среднего и высшего образования. Однако 
необходимо понимать, что подготовка 
мышления растущего человека к проект-
ной и технической работе начинается на-
много раньше. 

Один из первоначальных этапов про-
ектирования представляет собой исследо-
вание всевозможных вариантов осущест-
вления планируемой деятельности для по-
лучения необходимого результата. На даль-
нейшем этапе из определенных вариантов 
определяется один, наиболее рациональ-
ный. Следовательно, для проектирования 
инновационных разработок в области ро-
бототехники, кибернетики, нанотехнологий 
и т. д. человеку необходимо иметь возмож-
ность просчитывать различные методы 
собственных действий, определять всевоз-
можные алгоритмы достижения сформули-
рованной задачи, определять гипотезы и 
предположения, формировать новые раз-
личные и оригинальные продукты. Дости-
жение высокого уровня прогресса указан-
ной способности растущего человека – 
стратегическая задача, требующая осу-
ществления постоянного, долговременно-
го развивающего обучения. Возможность 
человека в период интеллектуальной рабо-

ты вырабатывать различные методы реше-
ния задачи, определять различные вариан-
ты использования определенного объекта, 
находить множество путей выхода из труд-
ной ситуации психологи непосредственно 
связывают с гибкостью его мышления.

Неоспорим факт влияния математики 
на формирование и развитие гибкости 
мышления как одного из важнейших ком-
понентов креативности, в том числе мате-
матической креативности. Н.  И. Непомня-
щая, Л. В. Занков, А. Н. Колмогоров и другие 
исследовали влияние обучение математике 
на развитие гибкости мышления.

Исследователи, которые изучали мате-
матические способности, определяли пока-
затели, относящиеся к гибкости мышления. 
А.  Н. Колмогоров говорил, что базовым 
свойством математического мышления яв-
ляется «возможность определять пути ре-
шения, которые не подходят под обычное 
правило» [1]. В.  А. Крутецкий определял в 
виде компонента математических способно-
стей: «самостоятельное переключение от 
одной умственной операции к иной, свобо-
ду от шаблонов и трафаретов» [2]. Ф. Папи и 
Ж. Папи писали: «рассмотрение ситуации со 
всевозможных сторон является наиболее 
результативным фактором, который разви-
вает математические способности» [3].

С точки зрения Л. В. Занкова, одним из 
главных направлений математической под-
готовки может стать формирование и раз-
витие гибкости мышления. Стоит так же от-
метить, что, по мнению Л.  В. Занкова, важ-
нейшим свойством мышления является 
способность исследовать один и тот же 
предмет с различных точек зрения [4].
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Отметим, что гибкость мышления воз-
можно формировать и развивать при ре-
шении задач по математике, которые отве-
чают определенным требованиям. 

Обучающиеся, у которых гибкость 
мышления развита на высоком уровне, 
умеют: 

●● определять и группировать различ-
ные свойства объекта, в том числе матема-
тического;

●● синтезировать;
●● находить несколько решений про-

блемной ситуации.
Данные умения, очевидно, способству-

ют успешной математической деятельности. 
Вопросу развития мышления старше-

классников в период обучения посвящены 
научные труды В. В. Давыдова [5], П. Я. Гальпе-
рина [6], Ю. В. Громыко [7] и др. Возможность 
решать математические задачи, при этом эф-
фективным методом, определяет гибкость, 
самостоятельность, глубину, широту, после-
довательность мышления. Все указанные сто-
роны мышления улучшаются в период целе-
направленного обучения, а также при помо-
щи терпеливой работы над собой.

В научной литературе по психологии 
гибкость рассматривается как одно из глав-
ных свойств творческого мышления. Гиб-
кость мышления формируется в перестрой-
ке имеющихся методов решения задачи, в 
целесообразном варьировании способов, 
в изменении способа, который перестает 
быть результативным, на оптимальный спо-
соб. Мыслительные решения включают ис-
следование признаков объекта, ориенти-
ровку на значимые в указанной ситуации 
признаки, определение различия и сход-
ства, причинно-следственных связей и за-
висимостей, определение закономерно-
стей. Все указанные качества создаются у 
старшеклассников в период решения ком-
бинаторных задач, для формулирования 
которых применяют различные разновид-
ности соединений, связанных размещения-
ми, расстановками и сочетаниями. 

Иностранные педагоги и психологи от-
носят гибкость мышления к одной из фун-
даментальных компонент общей креатив-

ности. А гибкость, проявленную при реше-
нии математических задач, относят к одной 
из компонент математической креативно-
сти. Например, Д. Гилфорд определяет гиб-
кость в качестве возможности переосмыс-
ления функций объекта, применению его в 
новом качестве [8; 9]. Результаты иностран-
ных трудов подтверждают, что гибкость 
мышления представляет собой такой пси-
хологический феномен, который, формиру-
ясь в случаях проблемной ситуации, за-
ставляет субъект определять ранее не ис-
следованные признаки объекта и, переос-
мысливая их, решать проблему [8; 9]. 

Исследуя научные труды Д.  Н. Богояв-
ленского и Н.  А. Менчинской, мы можем 
определить, что гибкость мышления фор-
мируется в рациональном варьировании 
способов действия, в легкости перестрой-
ки уже сформулированных знаний и пере-
хода от одного действия к иному [10]. И. С. 
Якиманская определяет гибкость мышле-
ния в качестве возможности индивида со-
хранять высокую скорость переключения 
процессов мышления между задачами или 
явлениями без утраты результативности 
синтеза между ними [11]. 

Под гибкостью мышления старше-
классника, вслед за И. С. Якиманской, будем 
определять возможность ребенка к высо-
кой скорости переключения процессов 
мышления между задачами без утраты ре-
зультативности синтеза между ними. Свой-
ствами гибкости мышления старшекласс-
ников считается: способность использо-
вать всевозможные методы решения зада-
чи на основании сформированной цели; 
способность «подстраивать» систему ком-
петенций к современным требованиям; 
способность оперативно и качественно пе-
реключаться с одного исследованного ме-
тода действия на иной. 

С учетом различные психолого-педаго-
гических подходов к определению термина 
«гибкость» мышления, мы выделили наибо-
лее значимые для нас структурные компо-
ненты:

1.  Способность и готовность к варьи-
рованию методов действий в качестве це-
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лесообразного действия. Создание и спо-
собность применять всевозможные методы 
решения задачи. 

2.  Способность и готовность к пере-
стройке знаний, навыков и их структур на 
основании преобразованных условий. В 
том числе переход с прямого хода решения 
на обратный. 

3.  Способность и готовность к опера-
тивному и точному переключению с одного 
применяемого метода действия на иной. 

Формирование и развитие сформули-
рованных выше структурных компонентов 
гибкости мышления старшеклассников в пе-
риод традиционного обучения математике, 
без внедрения конкретной разновидности 
задач, не считается реальным. Улучшению 
гибкости мышления помогают нестандарт-
ные математические задачи, в том числе за-
дачи, связанные со специальными числами. 
Во время проведения уроков математики 
педагог старается сформировать у старше-
классников конкретные правила и алгорит-
мы решения стандартных задач, что создает 
стереотипность мышления старшеклассни-
ка, в то время как учащимся важно показы-
вать на учебном материале, что нерегуляр-
но при решении задачи необходимо при-
держиваться известного алгоритма, стан-
дартного правила, а зачастую необходимо 
применять неочевидные свойства объектов, 
а также свойства определенной задачной 
ситуации для определения действия. 

Педагогический и методический опыт 
внедрения комбинаторных задач в период 
обучения демонстрируется в научных тру-
дах многих ученых, педагогов и психоло-
гов, среди которых Л. С. Выготский [12], В. В. 
Давыдов [5; 13] и др. При этом важно опре-
делить, что исследование учебно-методи-
ческой литературы по указанной проблеме 
демонстрирует, что комбинаторные задачи 
внедряются в учебники по школьной мате-
матике эпизодически и обычно не имеют 
согласованной логики формирования со-
держания математического курса, посколь-
ку не определяют его базовых программ-
ных аспектов. Внедряются как факультатив-
ные задания, которые решаются старше-

классниками по желанию. Можно также 
увидеть и такие ситуации, когда задачи 
комбинаторного свойства абсолютно не 
внедряются в программы учебного курса. 

Опыт учителей демонстрирует, что ком-
бинаторные задачи все также относят к за-
дачам повышенной сложности, которые ре-
шаются исключительно «сильными» учени-
ками. Все это, с нашей точки зрения, серьез-
но уменьшает развивающее и дидактиче-
ское значение комбинаторных задач. Следо-
вательно, решение комбинаторных задач 
обязано иметь целенаправленный характер. 
Мы обязаны познакомить старшеклассни-
ков с методами решения указанных зада-
ний. Следовательно, с задачей развития гиб-
кости мышления у старшеклассников стоит 
структурно внедрять комбинаторные зада-
чи, которые соответствуют программному 
содержанию курса математики как на уро-
ках математики, так и во внеурочное время, 
а также обучать старшеклассников всевоз-
можным способам их решений.

Для развития гибкости мышления стар-
шеклассников необходимо понимать, что 
важно развивать дисциплины, которые не-
посредственно связаны с исследованием 
специальных комбинаторных чисел. Для 
того, чтобы происходило развитие гибко-
сти мышления старшеклассников, также 
важно помнить об индивидуализации обу-
чения. Под индивидуализацией обучения 
подразумевается учет в период развития 
индивидуальных качеств старшеклассни-
ков в различных его способах и методах, 
вне зависимости от того, какие конкретно 
качества и в определенной степени учиты-
ваются. 

Индивидуализация обучения предпо-
лагает учет индивидуальных особенностей 
учащихся. Способности делятся на общие и 
специальные. Примерами общих способно-
стей являются интеллект, способность к 
творчеству, обучаемость. К специальным 
способностям можно отнести в том числе и 
математические способности. Развитие 
способностей осуществляется при помощи 
задатков, выступающих в качестве врож-
денных предпосылок, которые являются 
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неспецифичными в плане определенных 
способностей. Неспецифичность задатков 
предполагает, что задаток может прояв-
ляться в абсолютно различных способно-
стях. Все это определяет важность построе-
ния индивидуальных траекторий изучения 
предмета, в частности, математики. 

Следовательно, дифференциация явля-
ется одним из вариантов индивидуализации 
обучения и определения направления раз-
вития гибкости мышления старшеклассни-
ков. В аспекте индивидуализации обучения 
термин «дифференциация» формируется на 
основании определенных особенностей ин-
дивида, его индивидуальных качеств. 

На старших ступенях школьного обра-
зования вводится профильное обучение, 
позволяющие реализовать индивидуализа-
цию и дифференциацию образовательного 
процесса. Одновременно с индивидуализа-
цией и дифференциацией образовательно-
го процесса целесообразным кажется и ор-
ганизация условий развития гибкости 
мышления обучающихся. 

Осуществление профильного обучения 
обусловлено общественным запросом на 
профилизацию школы. Для достижения це-
лей профильного обучения на третьей сту-
пени школы в дополнение к базовым обще-
образовательным и профильным предме-
там вводятся элективные курсы.

Во время образовательного процесса 
обучающиеся должны обладать умениями 
применять собственные знания в различ-
ных областях, перестраивать тривиальные 
методы действия, понимать другие точки 
зрения, а значит, у них должна быть развита 
гибкость мышления. Стоит отметить, что 
улучшать это качество нужно у детей с ран-
него детства, поскольку по мере взросле-
ния у личности создается конвергентное 
мышление, отличающееся тем, что ослож-
няет восприятие идей многовариантности, 
системности и избирательности. 

Огромные возможности для улучше-
ния гибкости мышления старшеклассни-
ков, а также подготовки учащихся к реше-
нию проблем, которые встречаются в по-
вседневной жизни, предоставляет про-

граммный материал курса математики, ос-
нованный на изучении элементов теории 
специальных чисел. При этом материал 
должен быть обогащен комбинаторными 
задачами, которые требуют реализации пе-
ребора всех потенциальных вариантов ре-
шения или подсчета их числа.

Различные комбинаторные задачи 
чаще всего направлены на формирование 
и развитие математической креативности 
обучающихся. В комбинаторных задачах, 
как правило, используются различные ма-
тематические объекты, которые тем или 
иным образом удовлетворяют заданию. 
Для решения этих задач обычно применя-
ется метод перебора. Исследование мате-
матических объектов задачи, примененный 
метод перебора, позволяет улучшить па-
мять и гибкость мышления обучающихся.

Наличие элективных курсов, связанных 
с изучением элементов теории специаль-
ных чисел, побуждает старшеклассника 
осуществлять ответственный выбор, по-
скольку гибко мыслить можно исключи-
тельно выбирая тот предмет, который спо-
собствует развитию гибкости мышления на 
самом деле. Кроме этого, элективные кур-
сы, связанные с изучением элементов тео-
рии специальных чисел, способствуют ре-
шению двух ключевых задач.

Первая задача подразумевает форми-
рование условий для того, чтобы старше-
классник утвердился в осуществленном им 
выборе направления будущего обучения, 
который связан с конкретной разновидно-
стью профессиональной деятельности, или 
отказался от него. 

Следующей задачей является помощь 
старшекласснику, который совершил пер-
воначальный выбор образовательной сфе-
ры для более подробного исследования, 
определить многообразие разновидностей 
деятельности, которые непосредственно 
связаны с ней.

Стоит рассмотреть одно из направле-
ний развития гибкости мышления старше-
классников – внедрение элективных кур-
сов по специальным числам в школьном 
курсе математики.
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Понятие числа представляет собой ба-
зовый термин не только арифметики и тео-
рии чисел, но и математики в совокупности 
[14]. Исследование определенных разде-
лов математики нельзя осуществлять без 
применения определенных особенностей 
числовых систем, идея числа «проходит» 
через все образование по математике в 
общеобразовательной школе, а также че-
рез высшее образовании. Без понимания 
классических числовых систем невозмож-
но обойтись ни одному образованному че-
ловеку.

Особенности проблем, которые связа-
ны с исследованием и единым строгим из-
ложением свойств комбинаторных чисел, 
связь с элементарной математикой, богатая 
история и фундаментальность – все это 
дает нам возможность использовать специ-
альные числа при составлении образова-
тельных программ по математике, в том 
числе программ дополнительного образо-
вания. Согласно нашим исследованиям, 
развивать гибкость мышления (как одного 
из фундаментальных компонентов матема-
тической креативности) помогают специ-
альные числа: треугольник Паскаля, числа 
Стирлинга, числа Белла, числа Каталана, 
числа Эйлера, числа Деланноя, числа Шре-
дера, числа Моцкина, числа Ла, числа Нара-
яны, числа Геноччи, числа Бернулли.

Стоит отметить, что при доказательстве 
некоторых простейших и теоретико-число-
вых свойств специальных чисел использу-
ется весь арсенал арифметики, знакомый 
старшеклассникам. Указанная тематика 
очень эффективна для формирования ин-
дивидуальной деятельности по развитию 
гибкости мышления в условиях профиль-
ного обучения. 

Якоб Бернулли – швейцарский матема-
тик, один из основателей теории вероятно-
стей и математического анализа. Якоб Бер-
нулли имеет огромные достижения в мате-
матике, а именно в теории вероятностей, 
дифференциальном исчислении, теории 
чисел.

Числа Бернулли (названы в честь Якоба 
Бернулли) возникли в связи с исследовани-

ем суммы совпадающих степеней целых не-
отрицательных чисел ( ) = 0 + 1 + 2 + + ( 1)

( ) = 0 + 1 + 2 + + ( 1) . Пользуясь формулой бино-
ма Ньютона, легко получить рекуррентное 
соотношение 

( ) =  ( ( ) ( ))

( ) =  ( ( ) ( )). 
Данное соотношение позволяет полу-

чить сумму Sk(n), если известны суммы S0(n), 
S1(n), S2(n), ... , Sk–1(n).

Считая, что 00 = 1, мы получаем, что 

( ) = ; ( ) = ;

( ) =
1

3

1

2
+

1

6
;  

( ) =
1

4

1

2
+

1

4
.

Нетрудно убедиться в том, что Sk(n) яв-
ляется многочленом степени k + 1 от n без 
свободного члена, старший коэффициент  
 которого равен . Числами Бернулли Bk 

называют коэффициенты при первой сте-
пени n в многочленах Sk(n), k = 0, 1, 2, ... . Из 
приведенных выше формул следует, что 

0 = 1, 1 = −
1

2
, 2 =

1

6
, 3 = 0.

Якобу Бернулли удалось доказать, что и 
другие коэффициенты многочлена Sk(n) вы-
числяются с помощью чисел Bk. Именно 
формула Бернулли имеет вид 

 ( ) ( ) + + + + +

 ( ) ( ) + + + + +
 
.

Определим число Бернулли Bk , k = 0, 1, 
2, 3, ... , как коэффициент при n в многочле-
не Sk(n).

Отметим, что важно подробно исследо-
вать место элективного курса, связанного с 
изучением теории специальных чисел, в 
профильном обучении математике с целью 
развития гибкости мышления у старше-
классников. Элективный курс «Специаль-
ные числа», тематический блок «Числа Бер-
нулли» рассчитан на учащихся 10–11 про-
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фильных классов, проявляющих особый 
интерес к математике. Он позволит школь-
никам расширить знания по математике, 
научиться решать разнообразные задачи 
различной сложности, ориентировать уча-
щихся на самостоятельную, творческую, ис-
следовательскую работу. 

Основными темами курса являются:
1.  Специальные числа.
2.  Суммирование степеней натураль-

ных чисел.
3.  Бином Ньютона и треугольник Па-

скаля.
4.  Общий случай суммирования оди-

наковых степеней натуральных чисел.
5.  Числа Бернулли.
6.  Функция Бернулли.
7.  Представление числа Бернулли в 

виде детерминанта.
8.  Числа Бернулли с нечетными коэф-

фициентами.
Необходимо сформулировать задачи, 

которые будут формировать и развивать 
гибкость мышления.

Задача 1. Постройте первые десять чи-
сел Бернулли, пользуясь классическим ре-
куррентным соотношением. Разработайте 
и проверьте алгоритм вычисления чисел 
Бернулли с помощью треугольника Варпит-
ского. Сравните результаты. Какой алго-
ритм работает быстрее?

Задача 2. Постройте первые пять мно-
гочленов Бернулли Bn(x). Убедитесь, что 
они удовлетворяют рекуррентному соотно-
шению Bn(x + 1) – Bn(x) = nx n–1. Охарактери-
зуйте это соотношение. Докажите его. 

Задача 3. Выпишите обобщенные мно-
гочлены Бернулли для n = 1, 2, ... , 8. При ка-
ких значениях параметров обобщенные 
многочлены превращаются в классиче-
ские? При каких значениях аргумента мы 
можем получить последовательность чи-
сел Бернулли?

Благодаря данным задачам улучшается 
гибкость мышления, поскольку старше-
классники при решении данных задач осу-
ществляют поиск и перебор различных 
стратегий решения, устанавливают ассоци-
ативные связи между математическими 

объектами, в итоге выбирая из множества 
вариантов решения задачи один, наиболее 
оптимальный способ.

Изучение курса позволяет формиро-
вать у обучающихся следующие компетен-
ции:

●● способность и готовность гибко мыс- 
лить;

●● готовность к непрерывному образо-
ванию;

●● способность и готовность к креатив-
ной деятельности;

●● способность находить, формулиро-
вать и решать актуальные и значимые про-
блемы, в том числе математические про-
блемы;

●● владение культурой математическо-
го мышления; 

●● готовность применять навыки пу-
бличной речи, ведения дискуссии; 

●● осознанность значимости изучаемо-
го элективного курса, мотивированность к 
получению расширенных знаний по мате-
матике; 

●● способность использовать система-
тизированные теоретические и практиче-
ские знания по математике; 

●● владение основами речевой матема-
тической культуры; 

●● готовность применять знания фун-
даментальной и прикладной математики 
для анализа и синтеза полученной инфор-
мации; 

●● способность использовать матема-
тический аппарат для решения практиче-
ских задач. 

Таким образом, необходимо сделать 
выводы о том, что результаты теоретиче-
ского исследования и опыт практической 
работы в школе позволяют утверждать, что 
знакомство школьников с элементами тео-
рии чисел Бернулли в рамках элективного 
курса решает ряд важнейших проблем: 

●● естественным образом углубляет и 
расширяет математические знания старше-
классников, дает представление о различ-
ных методах математических исследований; 

●● повышает мотивацию обучающихся 
к изучению математики в школе благодаря 
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