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КОРРЕКТНОСТЬ ОПРЕДЕЛЕНИЯ СТЕПЕНИ 
ДЕЙСТВИТЕЛЬНОГО ЧИСЛА С РАЦИОНАЛЬНЫМ 
ПОКАЗАТЕЛЕМ

Н. Н. Яремко, М. В. Глебова

Аннотация. В статье рассматривается вопрос о корректности определения поня-
тий корня n-й степени из действительного числа и степени действительного чис-
ла с произвольным действительным показателем. Мы проанализируем определения 
этих понятий в ряде различных школьных учебников и вузовских пособий, обсудим 
возникающие  отличия  и  противоречия;  приведем  решения  показательных  и  сте-
пенно-показательных уравнений в зависимости от тех подходов, которые были вы-
браны авторами. Решение проблемы корректного определения указанных понятий 
лежит за пределами школьного курса математики и уходит в теорию аналитиче-
ских функций, но, тем не менее, мы предложим пути, которые, на наш взгляд, воз-
можно реализовать при обучении математике в общем образовании. 
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Введение 

Математические понятия корня n-й сте-
пени из действительного числа и степени 
действительного числа с произвольным по-
казателем достаточно тесно связаны между 
собой. При решении показательных и сте-
пенно-показательных уравнений необходи-
мо оперировать ими обоими, грамотно пе-
реходить от одного к другому, опираясь на 
определения из различных источников: 
школьных учебников, пособий и руководств 
по решению задач. Равносильность опреде-
лений и вопрос о посторонних решениях 
особенно важен при тестовой системе кон-
троля, когда проверке подлежит лишь ответ 
задачи, а сам процесс решения или поясне-
ния при этом не рассматриваются. Возника-
ющие разночтения при определении ука-
занных понятий и решение показательных, 
степенно-показательных уравнений мы хо-
тели бы обсудить в статье. 

Статья имеет четыре раздела. В разде-
лах 1–3 обсуждаются определения степени 
действительного числа с целым показате-
лем, корня n-й степени из действительного 
числа, степени действительного числа с 
произвольным действительным показате-
лем; в разделе 4 рассмотрены решения сте-
пенно-показательных уравнений. В конце 
статьи – заключение.

Определения, которые мы обсудим, яв-
ляются генетическими. Они формулируются 
указанием ближайшего рода и видового от-
личия; видовое отличие дает способ получе-
ния определяемого понятия. Например: ко-
рень n-й степени из действительного числа 
а, а > 0 – это число (число – родо вое поня-
тие), n-я степень которого равна а (n-я сте-
пень которого равна а – это видовое отли-
чие, в котором описан способ получения 
корня, то есть определяемого понятия). Та-
кова же структура двух других определений.

Для генетических определений суще-
ствуют формально-логические требования 
корректности [1]: 

1) определение должно быть сораз-
мерным;

2) определение не должно содержать 
порочного круга;

3) целесообразно определять объект 
через ближайший род;

4) определение должно быть четким и 
ясным, раскрывающим определенный на-
бор свойств понятия. 

В теории и методике обучения матема-
тике эти требования также называются пра-
вилами правильного определения поня-
тий. При выполнении формально-логиче-
ских требований корректности объем 
определяемого понятия определен одно-
значно. С точки зрения формальной логики 
понятия, введенные с помощью различных 
определений, называются эквивалентными 
или синонимичными, если их объемы со-
впадают [2]. Таким образом, определение 
корректно, если выполнены формально-
логические требования корректности, и, 
кроме того, если определения различны, 
они должны быть эквивалентными, то есть 
объемы определяемых понятий в обяза-
тельном порядке должны совпадать [3].

Проанализируем определения поня-
тий степени действительного числа с про-
извольным показателем, корня n-й степени 
из действительного числа с точки зрения 
требования корректности. 

1. Степень действительного числа 
с целым показателем

Степень  в различных учебниках 
определена стандартно. Дополнительным 
соглашением вводится нулевая и первая 
степени, то есть отдельно определено 
для n = 1 и n = 0; также дополнительным 
соглашением определяются натуральные 
степени числа 0.

Определение. «Под , где n = 2, 3, 4, 5, …, 
понимают произведение n одинаковых 
множителей, каждым из которых является 



167Наука и Школа / Science and School  № 2’2020

Педагогический поиск

число a. Выражение  называют степе-
нью, число а – основанием степени, число 
n  – показателем степени» [4, c. 82]. «Степе-
нью числа a с показателем 1 называют само 
это число: » [4, c. 83]. «Если , то 

» [4, c. 96].
Подобное определение в учебнике [5]: 

«Степенью числа a с натуральным показа-
телем n, большим 1, называют выражение 

, равное произведению n множителей, 
каждый из которых равен a. Степенью чис-
ла a с показателем 1 называют выражение 

, равное a» [5, с. 39]. «Степенью числа a, 
где , с нулевым показателем называ-
ется выражение , равное 1. Выражение 

 не имеет смысла» [5, с. 45]. Аналогичные 
определения сформулированы и в учебни-
ках [6, с. 15; 7, с. 14; 8, с. 7].

Возведение действительного числа a  
( ) в целую степень n, когда  – целое 
отрицательное число, в учебнике [9, с. 215]  
 определяется формулой: , а «вы-

ражению  при целом отрицательном n и 
при n = 0 не приписывают никакого значе-
ния; говорят, что это выражение не имеет 
смысла» [9, c. 215]. В учебниках [10 с. 105; 11, 
с. 52; 12, с. 45] формула записана в другом 
виде: «для любого числа  и целого отри-

цательного числа n определим: »,   
[10, с. 105]. 

Мы считаем, что принятый в учебниках 
подход для определения степени  при 
n = 1 и n = 0, а также степени числа  
с  методической точки зрения вполне 
оправдан. Таким образом, нет разночтений 
в определении степени действительного 
числа с целым показателем, в различных 
учебниках понятие определено корректно.

2. Корень n-й степени из числа а,  
то есть 

Это понятие вначале вводится для по-
ложительного числа a,  и натураль-
ного n; затем для отрицательного а,  
при нечетном n. Далее определяются ариф-
метический корень из неотрицательного и 

отрицательного чисел. Анализ школьных 
учебников выявляет ряд разночтений. Во-
первых, оказывается, что случай n = 1 трак-
туется по-разному. Далее это приводит к 
разночтениям, во-вторых, как вводить сте-

пень  для n = 1?

Однозначная и последовательная по-
зиция выдержана только в некоторых учеб-
никах, например, в учебниках [4; 13] автор-
ского коллектива профессора А. Г. Мордко-

вича:  при n = 1 не определен. При вве-

дении понятия  очень внятно и последо-

 
 
 
вательно эта точка зрения утверждается: 
сделано ограничение, что ; затем при 
решении показательных и степенно-пока-
зательных уравнений авторы указывают в 
качестве посторонних те корни, при кото-
рых показатель степени корня обращается 
в 1 (см. примеры ниже). Обратимся подроб-
нее к учебникам. В учебнике [13, с. 36–37] 
отдельно определяется корень n-й степени 
из неотрицательного числа, с уточнением: 
n = 2, 3, 4, 5, …, и корень нечетной степени 
из отрицательного числа для n = 3, 5, 7, ….

Определение. «Корнем n-й степени из 
неотрицательного числа a (n = 2, 3, 4, 5, …) 
называют такое неотрицательное число, 
при возведении в степень n которого полу-
чается число a. Это число обозначают » 
[13, с. 36].

Определение. «Корнем нечетной степени 
n из отрицательного числа a (n = 3, 5, …) на-
зывают такое отрицательное число, при воз-
ведении которого в степень n получается чис-
ло a. Это число обозначают  » [13, с. 38]. 

Аналогично в учебниках [14, с. 100; 15, 
с. 232] при определении корня степени n из 
числа b четко оговорено, что «n – натураль-
ное, большее или равное 2», и такое же 
ограничение на n дается при определении 
арифметического корня степени n из неот-
рицательного числа [14, с. 106; 15, с. 232]. 
В  этих учебниках однозначно определено, 
что n не может быть равным 1.

В учебниках других авторов предложен 
иной подход. Так, в [16, с. 121; 17, с. 207] 
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корнем n-й степени из числа a (n – произ-
вольное либо любое натуральное число) 
«называется такое число, n-я степень кото-
рого равна a», и «арифметическим корнем 
n-й степени из неотрицательного числа a 
называется неотрицательное число, n-я 
степень которого равна a» [16, с. 122; 17, 
с. 207]. Также в учебникe [18, с. 201] опреде-
ление арифметического корня n-й степени 
из неотрицательного числа рассматривает-
ся для n, где n – натуральное число. Полу-
чается, что n может быть равным 1, по-
скольку 1 – натуральное?

В учебниках [19, с. 18; 20, с. 148] в самом 
определении арифметического корня нату-
ральной степени сказано, что . Зна-
чит, n не может быть равным 1 при рассмо-
трении корня из положительного числа. 
Далее в этих же учебниках определяется 
корень нечетной степени из отрицательно-
го числа  «для любого нечетного на-
турального 2k+1» [19, с. 19; 20, с. 149]. Одно-
значной позиции не просматривается, мо-
жет ли n быть равным 1 или нет. Аналогич-
но в учебнике [21]: в предисловии к главе 2 
говорится, что «затем от квадратных кор-
ней перейдем к корням натуральной степе-
ни n ( )» [21, с. 46], хотя тексте при 
определении корня n-й степени это усло-
вие не оговорено [21, с. 52].

В учебнике Л. Г. Петерсон, с одной сто-
роны, корень n-й степени  на с. 4 опре-
деляется для «n = 2, 4, 6, 8, … – четное на-
туральное…» [12, c. 4] и дается определе-
ние арифметического корня, а далее, когда 
n = 3, 5, 7, 9, …, дается определение корня 
n-й степени из действительного числа. 
С другой же стороны, на с. 51 имеется фра- 
 
за: «ясно, что » 

[12, c. 51], то есть n = 1 допускается. 
Таким образом, можно констатировать, 

что среди авторов школьных учебников 
нет единой точки зрения по этому вопросу. 
На наш взгляд, есть два варианта прийти к 
общему мнению. Разделить точку зрения 
профессора А. И. Маркушевича [22, с. 127] и 
профессора А.  Г. Мордковича, исключаю-
щих n = 1 при определении корня . Но 

можно предложить и не противоречащий 
теории аналитических функций другой  
вариант – определить  при n = 1 допол-
нительным отдельным соглашением: 

. Целесообразность такого допол-
нительного соглашения основана на том, 
что извлечение корня первой степени об-
ратно к операции возведения в первую сте-
пень, что во всех учебниках принято допол-
нительным соглашением. 

3. Степень числа с рациональным 
(дробным) показателем

В учебниках старших классов (в 10-м  
 
или 11-м) вводится понятие степени  по-

ложительного , а в некоторых учеб-
никах неотрицательного , числа a с 
рациональным (дробным) показателем. 
Определений для степеней отрицательно-
го числа a, , в школьных учебниках 
мы не встретили. Хотя в дальнейшем, на-
пример, при решении показательных и сте-
пенно-показательных уравнений степень с 
отрицательным основанием a , и 
дробным показателем возникает. Различия 
в определениях касаются множеств допу-
стимых значений, которые принимают чис-
ла m, n. Будут ли они целыми или только на-
туральными, должны ли эти числа быть вза-

имно простыми или дробь  – обыкновен-  
ная и поэтому ее можно сокращать, допу-
стимо ли значение n = 1? Ответы на эти во-
просы в школьных учебниках существенно 
различаются.

Определение. «Если  – обыкновенная 

дробь (p>0, q>0, ) и , то под  
 

 

понимают , т. е. » [13, с. 55].

Определение. «Если  – обыкновенная 

дробь ( ) и , то под  понима-

ют » [13, с. 55].

Много внимания уделено введению по-
нятия степени положительного числа a с 
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дробным показателем  в учебниках ав-
торов М. Я. Пратусевич [15], А. Н. Колмого-
рова [17], Г. К. Муравина [21]. Сначала в этих 
учебниках формулируют определение сте-

пени с рациональным показателем  для 
 

 
любого целого числа m и любого натураль-

ного числа  и a > 0 как . Отдель- 
 
ным предложением в определении гово-
рится, что степень числа 0 определена 
только для положительного показателя: 

, где r – положительное рациональ-
ное число [15, c. 242]. Подобный подход – в 
учебниках А.  Н. Колмогорова [17, с. 218], 
Г. К. Муравина [21, c. 67]. Далее в учебнике 
М.  Я. Пратусевич сформулирована «теоре-
ма о корректности определения…» и дока-

зывается, что , где  [15,   
с. 243]. У А. Н. Колмогорова это доказывает-
ся в замечании 2 [17, c. 219]. В этом же пара-
графе в учебнике А. Н. Колмогорова в заме-
чании 3 [17, c. 219], а у М. Я. Пратусевич [15, 
с. 244] отмечается, что рациональная сте-
пень отрицательного числа не определена, 
нельзя отрицательные числа возводить в 
рациональную степень.

В некоторых учебниках не дается опре-
деление, а на основании свойств степени и 
арифметического корня обосновывается 

равенство «  для любого целого   
числа m и любого натурального числа 

 и » [19, c. 24; 20, с. 156].
А что с n = 1? На этот вопрос либо нет 

ответа, либо он подразумевается, что при 
n = 1 получается a в целой степени. Четко 
оговорен случай n = 1 не у всех авторов. 
Так, в учебнике автора М.  Я. Пратусевич 
сначала сразу после определения отмече- 
 
но, что «при n = 1 выражение  есть сте-

пень с целым показателем, определенная в 
курсе основной школы» [15, с. 243], а позже 
говорится о том, что «в отдельном рассмо-
трении нуждается случай n = 1 (поскольку 
не определен корень первой степени). Для 
этого случая утверждение корректности  

выглядит так: Пусть a > 0, ,  
 
тогда » [15, с. 243].

Вопрос относительно n = 1 отдельно не 
рассматривается в учебниках [12] и [18]: в 
учебнике В. В. Козлова [18], как и для корня 
n-й степени при определении степени с ра-
циональным показателем, указано, что «n – 
натуральное число» [18, с. 202], без каких-
либо уточнений; в учебнике Л.  Г. Петерсон 
[12, с. 51] в определении степени с ра-
циональным показателем имеется запись  
« » и даже уточняется, что 

» [12, c. 51].

Имеются неточности: в учебнике Ю.  М. 
Колягина: , а ниже «формула справед-
лива для любого целого числа m и любого 
натурального » [20, с. 156]. Обратим 
внимание, что если раньше у А. Н. Колмого-
рова при определении корня n-й степени n 
могло принимать значение 1 [17, c. 207], то в 
определении степени с дробным показате-
лем сказано, что n > 1 [17, с. 218]. 

Для того чтобы определить показатель-
ную функцию, далее в учебниках рассма-
тривается степень положительного числа с 
иррациональным показателем, при этом 
одни авторы используют понятие предела 
последовательности, а другие иллюстриру-
ют вводимое понятие на примерах, дают 
лишь описание. В итоге в той или иной фор-
ме делается вывод, что степень «  опре-
делена для любого a > 0 и любого действи-
тельного показателя x. Если a = 0, то  
определено только при x > 0 и считают, что 

 при x > 0» [20, с. 159]. В учебнике 
М.  Я. Пратусевич четко сказано, что «если 

a < 0, то  не определено, а степень    
определена при r > 0» [15, c. 244]. Наиболее 
подробно об этом сказано в учебнике А. Г. 
Мордковича [13] при введении показатель-
ной функции: «Второе важное замечание. 
Обычно не рассматривают показательную 
функцию с основанием a = 1 или с основа-
нием a, удовлетворяющим неравенству 

, показательная функция  при 
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a = 1 «вырождается» в постоянную функ-
цию y = 1 – это неинтересно. Если a = 0, то 

для любого положительного значе-
ния x, т.  е. мы получаем функцию y = 0, 
определенную при x > 0, – это тоже неинте-
ресно. Если, наконец, a < 0, то выражение 

 имеет смысл лишь при целых значени-
ях x, а мы все-таки предпочитаем рассма-
тривать функции, определенные на сплош-
ных промежутках» [13, с. 98].

Подводя итог нашему краткому обзору, 
мы склоняемся к тому, что можно поддер-
жать точку зрения, высказанную в учебни-
ке авторского коллектива А. И. Маркушеви- 
 
ча [22, с. 140]: степень , a > 0, определя-

ется для целого m, натурального n и несо- 
 кратимой дроби ; случай n = 1 ввести до-

полнительным соглашением: 

. 

4. Показательные и степенно-
показательные уравнения

Различия, которые мы выявили в учеб-
никах при определении степени aα  числа 
а с произвольным показателем α , суще-
ственно влияют на множество решений 
степенных и степенно-показательных урав-
нений. Приведем примеры.

Рассмотрим варианты решения урав-
нения из учебника Ш.  А. Алимова и др., 
упражнение № 226 (4) [19, с. 79]: 

(1)

Если ориентироваться на учебники 
[13–15; 19; 20], то уравнение (1) не имеет 
решений, так как x-натуральное должно 
быть больше либо равным 2 по определе-
нию корня n-й степени из числа a. В  то же 
время в соответствии с учебниками [16–18] 
x = 1 является корнем уравнения (1). 
В учебниках [12; 21] нет однозначной аргу-
ментации относительно того, будет ли ре-
шением x = 1.

Аналогичная ситуация возникнет, если 
школьник решает уравнение 

6   13  [23]. (2)

Обе части уравнения делим на , вво-

дим замену, , решаем рациональ-

ное уравнение относительно t. Получаем: 

 и . Следовательно, x = 1, x = –1. 

 
 
 
А дальше – в зависимости от учебника. Если 
ориентироваться на учебники [13–15; 19; 
20; 23], то уравнение (2) не имеет решений. 
Ели опираться на [16–18], то 1 является 
корнем уравнения (2). В соответствии с [12; 
21] нельзя дать однозначный ответ.

В учебниках [19; 20] имеется учебный 
материал на отработку этого материала. 
Так, например: «Задача 9. Решить уравне-

ние » [19, с. 79; 20, с. 227]. На-
ходят x = 0,5 и замечают, что x должно быть 
больше 1 и натуральным, поэтому уравне-
ние не имеет корней. Подобное встречаем 
в [13]: «Пример 5. Решить уравнение 

». В решении 
этого уравнения сразу замечают: «посколь-
ку  – показатель корня,  может прини-
мать только натуральные значения, начи-
ная с числа 2» [13, c. 105].

Далее происходит расширение поня-
тия степени действительного числа при ре-
шении степенно-показательных уравнений 
[20, c. 227, c. 229]: 

(3)

Для примера: 
 рассмотрены три 

случая: 
1) 

2) 

3) 

Далее в упражнениях с заданием ре-
шить уравнение имеется № 699 [20, с. 229]:

«1)  (ответ: –1, 2,4),
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3) (ответ: –4, 

–3, –2, 1)».
Поскольку теории нет, а решен лишь 

пример, то просматривается ориентир на 
то, что степень  определена для любого 
a > 0 и любого действительного показателя 
x; если же a = 0, то  определено только 
при x > 0; если a < 0, то выражение име-
ет смысл лишь при целых значениях x. 

Аналогичный подход в учебнике В. Н. 
Литвиненко: «если условием не исключает-
ся возможность , прихо-
дится рассматривать несколько случаев, 
как это сделано в следующем примере» [23, 
c. 121], рассмотрено пять случаев:

1) 

2) 

3) 

4)  

5) 

В своем пособии С. И. Колесникова ука-
зывает: «В школьных учебниках нет ни  
единого слова о свойствах такой функции 
(имеется в виду ). Алгорит- 
ма нахождения корней, при которых 

 в подобных примерах не суще-
ствует. Искать такие корни не надо. В неко-
торых регионах заставляют обязательно 
подставлять , а что касается отри-
цательных , то в некоторых наказыва-
ют за их отсутствие, в других, наоборот, за 
присутствие» [24, c. 89].

Этот же вопрос рассмотрен в учебнике 
2010 г. [15], в нем говорится, что «возникает 
вопрос об области определения функции 
вида . Мы будем считать, что если 

 не является целочисленной констан-

той, то это выражение определено лишь 
при . Если  является нату-
ральным, то  может принимать любые 
значения. Если  – целое неположи-
тельное число, то  не может прини-
мать значение 0. Это соглашение, несмотря 
на его кажущуюся громоздкость, весьма 
логично, так как уравнение – это предикат 
вида f(x) = 0 и прежде, чем решать его, мы 
должны понимать, среди каких чисел будем 
искать решение. Ясно, что если левая часть 
представляет собой выражение вида 

, то «вылавливать» те значения x, 
при которых отрицательно, но це-
лое, в общем случае тяжело и громоздко. 
Проще считать, что данное выражение 
определено лишь при » [15, 
c. 247–248]. 

В пособии [24, c. 10–11] предлагается 
по определению считать, что при 

 , 
и в уравнениях вида (3) записывать в ОДЗ 

, тогда 

И с этих позиций уравнение 

 имеет корнем 1, а числа –1 и  
 –2 не являются корнями этого уравнения.

Очень часто авторы учебников и учеб-
ных пособий решения степенно-показа-
тельных уравнений и неравенств либо из-
бегают, либо дают не вполне внятные реко-
мендации, либо даже противоречат себе, а 
среди авторитетных авторов нет единой 
точки зрения. Как в этом случае быть уче-
нику? Если уравнение или неравенство та-
кого типа требуется решить не на классной 
контрольной работе, а, например, на олим-
пиаде или итоговом испытании, когда пред-
ставлен весь спектр учебников? Что счи-
тать правильным ответом? По нашему мне-
нию, ученик должен обосновать свое реше-
ние в рамках той точки зрения, которая 
принята в его учебнике. Или привести все 
существующие подходы и соответствую-
щие решения, показав свою эрудицию. 
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К счастью, такие задачи в последнее время 
не встречаются на олимпиадах или на ито-
говых экзаменах. По вполне понятным при-
чинам составители КИМов их избегают. 

Заключение

Понятие «корректность» в качестве 
критерия позволяет оценить определение 
понятий, такая оценка играет важную роль 
как в познании, построении понятийного 
аппарата, так и в процессе обучения при 
введении новых понятий, их определении, 
применении и обобщении. 

Как мы видим, при определении поня-
тий корня n-й степени из действительного 
числа и степени действительного числа с 
произвольным показателем имеются раз-
ночтения, противоречия, которые говорят в 
целом об отсутствии корректности в этих 
вопросах. В дальнейшем различные подхо-

ды при введении названных понятий прояв-
ляются при решении показательных и сте-
пенно-показательных уравнений. Чтобы из-
бежать спорных ситуаций, можно не вклю-
чать такие задачи в ЕГЭ и олимпиады. Конеч-
но, более целесообразно было бы принять 
единую точку зрения. Пока же этого не сде-
лано, считать, что числовые равенства

 

неверны, так как выражения

не существуют и степени  при 0a <  

определены лишь для несократимой дро-

би m
n

. 

Будем рады узнать точку зрения чита-
телей по данной проблеме и обсудить 
предложенные вопросы. 
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