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Аннотация. В статье рассмотрен ряд практических проблем, возникающих 
при обучении школьников в рамках стохастической содержательной линии. На ос-
нове анализа нормативных документов выявлено место комбинаторики в современ-
ной школьной математике. Проанализировано с точки зрения рассматриваемой 
проблемы содержательное наполнение учебников и банка заданий по теории ве-
роятностей, предлагаемых для подготовки обучающихся к итоговой аттестации. 
Выделены проблемы, с которыми сталкиваются школьники в ходе решения теоре-
тико-вероятностных задач, и намечены возможные пути их решения при исполь-
зовании комбинаторного подхода. Сформулированы вопросы, отражающие суть 
обсуждаемых проблем: какие комбинаторные конфигурации и формулы нужны 
школьникам (чему учить); какие учебники следует использовать при обучении 
школьников комбинаторике (на базе чего учить); как готовить учителя к обучению 
школьников комбинаторике (кому учить)? Предложены подходы, обеспечивающие 
частичное решение выделенных проблем. 
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Введение

Внедрение элементов стохастической 
содержательной линии в школьный курс 
математики набирает темпы. Несмотря 
на существенные достижения (норма-
тивные, содержательные, организаци-
онные и др.) последнего времени в этой 
области, число вопросов, связанных 
с изучением теории вероятностей в шко-
ле, не уменьшается. Интересует данная 
проблематика и авторов статьи. В пре-
дыдущих публикациях на эту тему [1; 2] 
мы пытались ответить на вопросы, свя-
занные с теорией вероятностей. В дан-
ной работе мы попробуем ответить на во-
прос: «Нужна ли при обучении теории 
вероятностей комбинаторика?». В такой 
формулировке вопрос становится почти 
риторическим. Конечно, нужна, а как же 
иначе? Однако основания для дискус-

сии остаются. Тем не менее, расширим 
предмет обсуждения: «Каково место 
комбинаторики в школьной теории веро-
ятностей, в частности, и в современной 
школьной математике, в целом?». Рас-
сматривая комбинаторику как важную 
составную часть дискретной математи-
ки, мы не можем и не должны сводить 
ее роль в школьной математике лишь 
к поддержке теоретико-вероятностной 
линии. Тем более что, используемая 
только в этом качестве, комбинаторика 
неизбежно теряет ряд своих основопо-
лагающих характеристик. Впрочем, даже 
оставив комбинаторике лишь роль «по-
мощницы» теории вероятностей, можно 
отнестись к ней с должным уважением 
и использовать ее возможности более 
эффективно. Мы обозначим ряд наибо-
лее значимых аспектов этой проблемы 
в соответствующих разделах статьи. 
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Однако начать изложение следует с ана-
лиза современного состояния проблема-
тики, рассмотрев основные нормативные 
документы, принятые в последние годы. 

Анализ федеральных государственных 
образовательных стандартов 

и примерных рабочих программ 
по математике

В федеральных государственных 
образовательных стандартах основно-
го общего образования (ФГОС ООО, 
2021 г. [3]) и среднего общего образова-
ния (ФГОС СОО, с изменениями 2022 г. 
в ФГОС СОО 2012 г. [4]) четко обозначе-
но следующее: предмет «Математика» 
предметной области «Математика и ин-
форматика» содержит, в 7–9-х классах, 
учебные курсы «Алгебра», «Геомет-
рия», «Вероятность и статистика»; 
в 10–11-х классах – курсы «Алгебра и на-
чала анализа», «Геометрия», «Вероят-
ность и статистика». При этом каждый 
курс предлагается как на базовом, так 
и на углубленном уровне. 

В ФГОС ООО среди требований 
к предметным результатам для 9-го 
класса, базовый уровень, представле-
ны такие: «умение решать задачи мето-
дом организованного перебора и с ис-
пользованием правила умножения» [3]. 
Для 9-го класса, углубленный уровень: 
«умение свободно оперировать поняти-
ями перестановки и факториал, число 
сочетаний, треугольник Паскаля, уме-
ние применять правило комбинаторного 
умножения и комбинаторные формулы 
для решения задач» [3]. В ФГОС СОО 
среди умений, характеризующих пред-
метные результаты, базовый уровень, 
находим: «применять формулы сложе-
ния и умножения вероятностей, комби-
наторные факты и формулы при реше-
нии задач» [4]. Для углубленного уровня: 
«умение свободно оперировать поня-
тиями сочетание, перестановка, число 
сочетаний, число перестановок, бином 
Ньютона; умение применять комбина-

торные факты и рассуждения при реше-
нии задач» [4]. 

Примерная рабочая программа основ-
ного общего образования по математике 
для 5–9-х классов образовательных ор-
ганизаций, базовый уровень (ПРП ООО, 
2021 г. [5]), включает в себя ПРП учеб-
ного курса «Вероятность и статистика» 
для 7–9-х классов. В структуре курса 
выделены четыре содержательно-мето-
дические линии: «Представление дан-
ных и описательная статистика»; «Веро-
ятность»; «Элементы комбинаторики»; 
«Введение в теорию графов» [5]. В содер-
жании курса комбинаторные вопросы по-
являются в явном виде лишь в 9-м классе. 
Именно здесь представлены следующие 
элементы содержания: «Перестановки 
и факториал. Сочетания и число соче-
таний. Треугольник Паскаля. Решение 
задач с использованием комбинатори-
ки» [5]. Предметные результаты освоения 
курса (9-й класс) характеризуются в том 
числе умениями «решать задачи органи-
зованным перебором вариантов, а также 
с использованием комбинаторных пра-
вил и методов» [5]. В тематическом пла-
нировании за 9-й класс представлен раз-
дел «Элементы комбинаторики» (4 часа). 
Содержание раздела таково: «Комбина-
торное правило умножения. Перестанов-
ки. Факториал. Сочетания и число сочета-
ний. Треугольник Паскаля. Практическая 
работа “Вычисление вероятностей с ис-
пользованием комбинаторных функций 
электронных таблиц”» [5].

В примерной рабочей програм-
ме основного общего образования, 
Математика, углубленный уровень, 
7–9-й классы (ПРП ООО, 2022 г. [5]), 
учебный курс «Вероятность и стати-
стика» содержит уже шесть содержа-
тельно-методических линий. К «базо-
вым» линиям добавлены «Множества» 
и «Логика» [5]. К сожалению, характе-
ристики курса в части комбинатори-
ки практически дословно повторяют 
соответствующие положения курса 
базового уровня. Так, в содержании, 
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9-й класс, выделены в том числе следую-
щие позиции: «Комбинаторное правило 
умножения. Перестановки и факториал. 
Число сочетаний и треугольник Паскаля. 
Свойства чисел сочетаний. Бином Нью-
тона. Решение задач с использованием 
комбинаторики». В тематическом пла-
нировании на изучение этих вопросов 
(раздел «Элементы комбинаторики», 9-й 
класс) отведено 6 часов. Да, существен-
ной разницы нет, и увеличение числа 
часов на освоение раздела никак в со-
держании не отражено. Жаль. 

Примерные рабочие программы сред-
него общего образования, Математика, 
также представлены на базовом и углуб-
ленном уровне (ПРП СОО, 2022 г.). 
В структуре курса «Вероятность и ста-
тистика» (как на базовом, так и на углуб-
ленном уровне) выделено две основные 
содержательные линии: «Случайные 
события и вероятности» и «Случайные 
величины и закон больших чисел» [5]. 
Содержание учебного курса включа-
ет в себя (10-й класс, базовый уровень) 
«Комбинаторное правило умножения. 
Перестановки и факториал. Число со-
четаний. Треугольник Паскаля. Формула 
бинома Ньютона»; на углубленном уров-
не комбинаторные вопросы в содержании 
явно не выделены. Освоение учебного 
курса должно обеспечивать достижение 
следующих предметных образователь-
ных результатов: «Применять комбина-
торное правило умножения при решении 
задач» (10-й класс, базовый уровень); 
«Применять изученные комбинаторные 
формулы для перечисления элементов 
множеств, элементарных событий слу-
чайного опыта, решения задач по теории 
вероятностей» (10-й класс, углубленный 
уровень). В тематическом планирова-
нии за 10-й класс представлен раздел 
«Элементы комбинаторики» (3–4 часа), 
основное содержание которого состоит 
из следующих положений: «Комбинатор-
ное правило умножения. Перестановки 
и факториал. Число сочетаний. Треуголь-
ник Паскаля. Формула бинома Ньютона».

Опираясь на проведенный анализ 
ПРП ООО и СОО на предмет наличия 
и объема комбинаторных фактов, мож-
но сделать вывод, что основной упор 
на изучение комбинаторики делается 
в 9-м классе, в то время как в старшей 
школе предусмотрено в лучшем случае 
«повторение пройденного», возможно, 
с небольшим расширением тематики. 
Кроме того, все четыре ПРП «крутятся» 
вокруг одних и тех же комбинаторных 
положений: правило умножения, пере-
становки и факториал, сочетания и тре-
угольник Паскаля, наконец (не всегда) – 
бином Ньютона. Честно говоря, список 
небогатый и, что обиднее всего, почти 
никак не варьирующийся при перехо-
де от базового уровня к углубленному 
и от основной школы к школе средней. 

Для завершения изучения ситуации 
на федеральном уровне следует доба-
вить к анализу стандартов и примерных 
рабочих программ анализ учебников 
из федерального перечня. 

Анализ учебников

В новом федеральном перечне учеб-
ников (2022 г.) представлен ровно один 
учебник по курсу «Вероятность и стати-
стика». Это учебник в двух частях (Вы-
соцкий И. Р., Ященко И. В. Математика. 
Вероятность и статистика: 7–9 клас-
сы: базовый уровень [6]). Ни книги 
для углубленного уровня, ни учебников 
для старшей школы в федеральном 
перечне мы не нашли. Конечно, суще-
ствуют и другие пособия, в том числе 
тех же авторов [например: 7–9], но, ана-
лизируя нормативную базу, хотелось 
бы ориентироваться именно на феде-
ральный перечень.

Учебник [6] полностью соответству-
ет ФГОС и ПРП ООО и СОО. Имен-
но в нем достаточно подробно про-
иллюстрировано правило умножения, 
на основе которого получена формула 
n! для числа перестановок n элемен-
тов. Оставим в стороне вопрос «Почему 
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не  рассмотрено в явном виде комбина-
торное правило сложения?». (Хотя это 
тоже вопрос не праздный, ведь о сумме 
случайных событий речь, конечно, идет, 
а ведь это очень связанные между собой 
факты. Да и при решении задач совсем 
обойти правило сложения не получит-
ся. А сказать о нем несколько слов либо 
«рядом» с правилом умножения, либо 
в каком-то другом месте нетрудно и по-
лезно.) И вернемся к правилу умноже-
ния, которое уже позволило нам обосно-
ванно получить число перестановок n 
элементов. Далее авторы вполне грамот-
но переходят к сочетаниям, подчеркивая 
их «неупорядоченный» характер. А вот 
затем говорят следующее: «Можно дока-
зать, что число сочетаний из n элементов 
по m элементов вычисляется по формуле

 ». Конечно, можно. 

Причем не только можно, но и нужно. 
Все инструменты для этого (все 
то же правило умножения!) у нас име-
ются. Нужно лишь ввести в рассмот-
рение незаслуженно выброшенные 
из списка изучаемых комбинатор-
ных конфигураций размещения. Ведь 
они представляют собой не что иное, 
как «частичные перестановки» (именно 
так их называют в англоязычной лите-
ратуре). Пользуясь правилом умноже-
ния, мы немедленно получаем форму-
лу  
откуда, поскольку понятие факториала 
уже освоено, классическую формулу

=  . Теперь можно завер-

шить работу по доказательству формулы 
для числа сочетаний: из одного сочета-
ния мы можем получить, переставляя 
имеющиеся m элементов произвольным 
образом, m! размещений. Другими сло-
вами, m! размещений дают ровно одно

сочетание: = =
!
 . 

На наш взгляд, польза, полученная 
от рассмотрения всех трех основных 
типов комбинаторных конфигураций 
и обоснованного вывода формул для их 
числа, полностью окупает потраченное 
дополнительно (небольшое) время. 
А если речь идет об углубленном уров-
не, методически целесообразно погово-
рить и о комбинаторных конфигурациях 
с повторениями (уж о размещениях с по-
вторениями – обязательно).

Несколько слов о треугольнике Па-
скаля. Он вводится достаточно странно. 
Просто говорится, что числа сочетаний 
можно найти как по (недоказанной) яв-
ной формуле, так и из треугольника 
Паскаля. Далее дается краткая исто-
рическая справка и рисунок, в котором 
представлено 11 строк треугольни-
ка. Ни слова о том, как его построить 
(а ведь рекуррентная схема построения 
является простейшей!) нет. Странно. Ну, 
не хотим доказывать – не надо. Но рас-
сказать ведь несложно. Хотя и доказать, 
что числа сочетаний обладают свой-
ством , мы можем 
уже по крайней мере двумя способами, 
«в лоб», используя полученную выше 
явную формулу, и с помощью комбина-
торных рассуждений. 

Упоминания о биноме Ньютона 
мы в доступных нам учебниках не наш-
ли. Конечно, бином появится позже. 
Но хотелось бы посмотреть, в каком 
формате. Про бином Ньютона мы тоже 
ничего не будем доказывать? И не ска-
жем, что треугольник Паскаля и был изо-
бретен как удобная аддитивная схема 
получения коэффициентов разложения 
бинома? Надеемся, что это не так и все 
важные факты будут представлены. 
Как и выше, много времени это не за-
ймет, а «картинка» окажется достаточно 
полной и обоснованной. 

Перейдем к анализу задачного мате-
риала, связанного с комбинаторикой. 
Ориентируясь на учебники, мы будем 
делать основной акцент на материалы 
ОГЭ и ЕГЭ, поскольку именно они от-
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ражают требования к прохождению го-
сударственной итоговой аттестации 
[10; 11]. Заметим, что в материалах 
ОГЭ и ЕГЭ по математике задач «на 
комбинаторику» в явном виде не пред-
ставлено, они «спрятаны» в задачи 
по теории вероятностей. При этом 
в контрольно-измерительных материа-
лах (КИМ) Математической вертикали 
чисто комбинаторные задачи все же 
встречаются. Кроме того, комбинатор-
ная задача (задание 8) представлена 
в материалах ЕГЭ по информатике. 
А если понимать под комбинаторной 
любую задачу на подсчет вариантов 
(что соответствует сути данного разде-
ла математической науки), то и задача 
на подсчет числа путей в ориентиро-
ванном графе (задание 13 ЕГЭ, зада-
ние 9 ОГЭ по информатике) заслужи-
вает упоминания.. 

Комбинаторика и базовые задачи 
по теории вероятностей

Проанализируем несложные задачи 
по теории вероятностей, так или иначе 
связанные с комбинаторикой.

1. Рассмотрим простейшие задачи, 
присутствующие уже в материалах ОГЭ.
 • «Бабушка купила пирожки: 4 с рисом, 

8 с мясом и 3 с повидлом. Катя слу-
чайным образом выбирает один пи-
рожок. Найдите вероятность того, 
что Катя выберет пирожок с повид-
лом» (ОГЭ, 2022 г.).
Есть ли тут комбинаторика? Фор-

мально – да. Все же мы делаем вы-
бор, а именно выбираем один объект 
из 15 разных объектов (знаменатель) 
и один объект из 3 разных объектов 
(числитель). Но по сути никакой содер-
жательной комбинаторики в таких зада-
чах нет, хотя при решении обсудить явно 
поставленные комбинаторные вопросы: 
«Сколько всего существует возможно-
стей выбора?», «Сколькими способами 
можно выбрать любимый пирожок?» – 
не помешает.

2. Рассмотрим теперь более содер-
жательные, но тоже совсем несложные 
задачи «на вероятность», при решении 
которых существенно используется ком-
бинаторный подход. Таких задач, вполне 
симпатичных, много в учебнике [6]. 
 • «В коробке лежат 4 белых и 2 чер-
ных шара. Петя наугад вынул из ко-
робки 3 шара. Какова вероятность 
того, что он вынул 3 белых шара?» 
[5, с. 179].
Решение, представленное в учебнике, 

основано на комбинаторных подсчетах. 
Всего имеется  возможностей выбрать 
3 шара из 6: это знаменатель. В числи-
теле стоит величина  – число способов 
выбрать 3 шара из 4 белых. Таким об-
разом, в ответе получаем 0,2. 

К сожалению, в материалах ЕГЭ таких 
«прозрачных» примеров немного. Чаще 
они встречаются в КИМ Математической 
вертикали. 
 • «На день рождения Петя решил 
угостить товарищей конфетами. 
Он приготовил 11 “Белочек”, 9 трю-
фелей и 5 “Мишек”. Наугад доставая 
по одной конфете из пакета, Петя 
первой угостил Машу, а вторым – 
Егора. а) Какова вероятность того, 
что Маша получила “Мишку”? б) Ка-
кова вероятность того, что Маша 
и Егор получили по трюфелю?» (Ма-
тематическая вертикаль, 2020 г.)
Первое задание ничем не отлича-

ется от пирожков, ответ 0,2 получает-
ся обычным образом. А вот решение 
второго задания может быть разным. 
Прежде всего, прямое использование 
правила произведения: в знаменателе 
25 · 24 – общее число возможностей; 
в числителе 9 · 8 – число благоприятных 
исходов; ответ 0,12. Классическая ком-
бинаторная схема: в знаменателе чис-
ло  = 25! / 23! = 25 · 24 размещений 
из 25 элементов по 2 элемента, в чис-
лителе – число  = 9!/7! = 9 · 8 раз-
мещений из 9 элементов по 2 элемен-
та; ответ 0,12. Вероятностный подход: 
P(AB) = P(A)PА(B) = (9/25) · (8/24) = 0,12, 
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где событие А – «Маша получила трю-
фель» и событие В – «Егору достался 
трюфель». Благодаря четко сформули-
рованным условиям, разночтений здесь 
нет. Для профильного уровня ЕГЭ такая 
задача – в самый раз. Заметим, что ком-
бинаторная схема легко реализуется, 
но для этого ученик должен быть знаком 
с понятием размещения. Впрочем, пра-
вила произведения для решения задачи 
вполне достаточно. 

Комбинаторика 
и вероятностные задачи: 
вопросы и размышления

Рассмотрев задачи, которые не вызы-
вают у нас вопросов, поговорим о ситу-
ациях, когда вопросы так или иначе воз-
никают. 

1. Сначала скажем несколько слов 
о простых по сути своей задачах, кото-
рые, тем не менее, могут вызвать за-
труднения обучающихся в силу их фор-
мулировок. Сравним две задачи из ЕГЭ, 
базовый уровень. 
 • «В музыкальном конкурсе участвуют 

35 скрипачей: 7 из Франции, 12 из Ан-
глии, 9 из Финляндии и 7 из Дании. 
Порядок их выступлений определя-
ет жеребьевка. Какова вероятность 
того, что первым будет выступать 
французский скрипач?» (ЕГЭ, базо-
вый уровень, 2021 г.)
Судя по всему, авторы задачи не счи-

тают нужным считать элементарным ис-
ходом тот или иной результат жеребьев-
ки (хотя именно этого требует условие) 
и рассматривают данную задачу как аль-
тернативную формулировку задачи «про 
пирожки». Ответ 0,2 получается постро-
ением дроби, в знаменателе которой 
стоит число 35 (первым выступающим 
может стать любой скрипач), а в числи-
теле – число 7 (благоприятные для нас 
случаи, когда первым будет выступать 
один из 7 французов). Однако данная 
задача, в силу ее формулировки, требу-
ет другого решения: нужно, анализируя 

результаты жеребьевки, использовать 
перестановки; знаменатель равен 35! 
(общее число жеребьевок), числитель 
равен 7 · 34! (число жеребьевок, в ко-
торых первым оказался скрипач-фран-
цуз). Ответ, конечно, тот же. Но хотя 
комбинаторное решение более громозд-
ко, именно оно является правильным 
с точки зрения используемой модели. 
Вероятностная формулировка позволя-
ет уйти от комбинаторной сути задачи, 
что, на наш взгляд, методически недо-
пустимо, хотя, безусловно, облегчает 
решение. Если авторы задачи не плани-
ровали проверять комбинаторную осно-
ву исследуемой модели, нужно изменить 
формулировку, убрав лишние данные. 
Если комбинаторику планировалось 
задействовать, желательно добавить 
в условие «комбинаторные» вопросы: 
«Сколько существует способов прове-
сти жеребьевку?», «Сколько существует 
способов провести жеребьевку так, что-
бы первым выступал француз?» В этом 
случае добавление «вероятностного» 
вопроса не спровоцирует реализацию 
«облегченного» решения. 

Рассмотрим еще одну задачу. 
 • «В студенческой группе 8 студен-
тов. По жребию они выбирают двух 
дежурных. Найдите вероятность 
того, что дежурить будет Петя» 
(ЕГЭ, базовый уровень, 2022 г.)
На наш взгляд, при решении зада-

чи разумно использовать комбинатор-
ный подход. В этом случае вероятность 
«строится» как дробь, в знаменателе

которой стоит число ,

а в числителе , что дает 7 · 2/8 · 7 = 
= 2/8 = 0,25. Но в Интернете мы нахо-
дим более простое решение. Посколь-
ку бросается жребий, то имеется 8 ли-
сточков, на 6 из которых стоит знак «–», 
а на 2 – знак «+». Петя выбирает один 
из 8 листочков. Всего у него 8 возможно-
стей выбора, в то время как благоприят-
ных – два. Итак, ответ равен 2/8 = 0,25. 
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У объективного читателя такое решение 
может вызвать ряд естественных воз-
ражений: «Если Петя тянет жребий пер-
вым, то вопросов нет, но если он тянет 
жребий третьим, почему вероятность 
будет той же?»; «Более того, он может 
знать, что перед ним вытащили один +». 
Здесь возникает та же проблема, 
что и в предыдущей задаче. Приведен-
ное решение «отсекает» часть предла-
гаемой в задачи комбинаторной модели 
и рассматривает лишь студента Петю, 
не принимая во внимание остальных. 
Мы считаем такое решение нелегитим-
ным для задачи в указанной формули-
ровке. Скорее решение без сочетаний 
может быть таким: мы рассаживаем 8 
человек по восьми местам, из которых 
два отмечены +. Всего рассадок 8!, 
из них благоприятных 2 · 7!.

И в том, и в другом случае авторы ста-
тьи реализуют комбинаторный подход. 
Чтобы научиться использовать более 
простую модель, нужно получить опыт ее 
использования. Это как раз тот случай, 
когда в учебнике примеров решения та-
ких задач не найти. Очень жаль. Без об-
разцов, на которые можно ориентиро-
ваться, без накопления опыта решения 
задач разного типа полноценного осво-
ения теории вероятностей школьниками 
не получить. Кроме того, как и прежде, 
второй подход пренебрегает комбина-
торными основаниями формулировки 
задачи, а стоит ли? Мы настаиваем, 
что в случае указанной выше формули-
ровки задачи для ее решения следует 
использовать общую комбинаторную 
модель. Для обоснования своей позиции 
мы хотели бы сослаться на А. Н. Колмо-
горова [12, с. 46] (см. также [2], где задача 
рассмотрена подробно). 

2. Рассмотрим теперь ряд задач про-
фильного уровня, которые хотелось 
бы обсудить с точки зрения целесооб-
разности их использования в учебном 
процессе. 

Например, проанализируем такую 
 задачу. 

 • «В ящике находится 11 черных, 6 бе-
лых и 8 красных шаров. Петя наугад 
выбирает 2 шара. Какова вероят-
ность, что Пете достанется один 
черный и один белый шар?» (ЕГЭ, 
профильный уровень, 2022 г.)
Ответ на поставленный в задаче во-

прос может быть получен как (11 · 6 + 
+ 6 · 11) / 25 · 24. Комбинаторные сообра-
жения таковы. В знаменателе стоит число 
размещений  = 25 · 24 из 25 по 2. Из 25 
шаров выбираем два, порядок важен. На-
ходим числитель:  
В первом слагаемом подсчитан выбор 
одного черного и затем одного белого 
шара; во втором – выбор одного бело-
го и затем одного черного шара. При ре-
шении данной задачи может возникнуть 
проблема. Действительно ли нужно ис-
пользовать при подсчете размещения, 
ведь порядок выбора шаров может быть 
и неважен? Напомним, что ранее была 
рассмотрена похожая задача про кон-
феты. Но там важность порядка была 
обозначена априори. Заметим, что полу-
чить рассмотренную выше дробь можно 
и с помощью чисто вероятностного под-
хода, используя формулу P(AB + ВА) =
= P(A)PA(B) + P(В)PВ(A), где событие A – 
«выбор черного шара», а событие B – «вы-
бор белого шара». Так что использование 
именно размещений выглядит в данном 
случае вполне легитимным. Но если хоти-
те использовать сочетания – используйте:

 (11 · 6)· 2/25 · 24. Возникает 

вопрос: случайно ли совпадение ответов 
при рассмотрении двух разных комбина-
торных конфигураций? И еще один во-
прос, методический: нужно ли школьни-
кам вникать в эти тонкости?

Еще одна задача, тоже из ЕГЭ. В Ма-
тематической вертикали она представ-
лена как задача «об автобусах». 
 • «Класс из 21 человека случайным 
образом рассаживают в три семи-
местных автобуса. а) Какова веро-
ятность того, что Петя и Маша по-
едут в одном автобусе? б) В разных 
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автобусах? в) Какова вероятность 
того, что Петя поедет в первом ав-
тобусе, если известно, что Маша – 
в третьем?» (Математическая вер-
тикаль, 2022 г.)
Авторы, приученные к классической 

схеме работы, при решении задачи 
начинают рассаживать всех школьни-
ков, и задача становится громоздкой. 
Элементарными исходами являются 
в данном случае распределения  чело-
века по 21 месту, то есть перестановки 
из 21 элемента, а благоприятными ис-
ходами – некоторые из этих переста-
новок. Для двух человек в одной груп-
пе количество благоприятных исходов 
равно 3 · 7 · 6 · 19!, что дает ответ 
3 · 7 · 6 · 19!/21! = 0,3. Для двух человек 
в разных группах количество благопри-
ятных исходов равно 3 · 7 · 2 · 7 · 19!, 
что дает ответ 0,7. Для ответа на тре-
тий вопрос количество благоприятных 
исходов подсчитываем по формуле 
7 · 7 · 19!, что дает ответ 7/60. 

При этом в вероятностной интерпре-
тации задача допускает более простое 
решение. В первом случае Петю сажа-
ем куда-нибудь, затем в тот же автобус 
«подсаживаем» Машу с вероятностью 
6/20 = 0,3 (6 – число свободных мест 
в автобусе, где уже находится Иван, 
20 – число оставшихся свободных 
мест во всех автобусах). Если автобу-
сы для Пети и Маши разные, то числи-
тель равен 14 (числу свободных мест 
в двух автобусах «без Пети»), а вероят-
ность определяется дробью 14/20 = 0,7. 
Просто. Однако, во-первых, о суще-
ствовании такого подхода нужно знать. 
Объективно он опирается на понятие 
условной вероятности, и к этой задаче 
целесообразно вернуться, когда школь-
никам будет рассказана условная ве-
роятность. Во-вторых, как и в задаче 
про жеребьевку, возникают «ножницы» 
между комбинаторной сутью использу-
емой в задаче модели и вероятностным 
решением, использующем лишь часть 
указанной модели. 

Просто комбинаторные задачи:
и снова вопросы

Если в материалах ОГЭ и ЕГЭ задач 
с чисто комбинаторной формулировкой 
мы не найдем, то КИМ Математической 
вертикали такие задания содержат. Бо-
лее того, здесь можно найти задачи, от-
личающиеся существенно другим под-
ходом к комбинаторным конфигурациям. 
Рассмотрим пример. 
 • «В зоомагазине продаются рыбки 
пяти пород. Света пришла купить 
трех рыбок. Сколькими способами 
она может выбрать трех рыбок так, 
что: а) все рыбки будут разных по-
род; б) рыбки будут только двух по-
род?» (Математическая вертикаль, 
2020 г.)
Решение здесь достаточно про-

зрачное. Выбираем не столько рыбок, 
сколько их породу. Из пяти пород три 
различных можно выбрать 10 способа-
ми (число сочетаний из 5 по 3). Если 
используем только две породы, то обя-
зательно купим двух рыбок одной по-
роды, и одну – другой. Поэтому ответ 
20 получается как число 20 = 5 · 4 
размещений из 5 по 2 (купим двух ры-
бок первой породы и одну второй). 
Впрочем, количество способов купить 
три рыбки разных пород можно найти 
и с помощью правила умножения. Вы-
числяем количество способов выбрать 
первую рыбку (5 вариантов), вторую 
рыбку (4 варианта) и третью рыбку (3 
варианта), всего 5 · 4 · 3 возможностей, 
и делим на количество 3! перестановок 
трех рыбок разных пород.

Задача неплохая. Отметим два 
нюанса. Во-первых, в ходе решения 
существенно использован комбина-
торный подход. Он же останется вос-
требованным, если мы перейдем к ве-
роятностной формулировке: «Какова 
вероятность, что при покупке трех 
рыбок будут куплены рыбки трех 
пород? Ровно двух пород?» Здесь 
для подсчета знаменателя удобно 
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воспользоваться формулой для соче-
таний с повторениями: число таких со-
четаний из 5 по 3 равно 35. Непосред-
ственный подсчет был бы затруднен. 
Во-вторых, это первая задача из проа-
нализированных, в которой речь идет 
о неразличимых элементах (рыбок 
одной породы мы считаем иден тич-
ными).

Сама по себе задача вполне прием-
лема с точки зрения доступности ее ре-
шения для школьников. Однако в дан-
ном случае дело не столько в решении 
конкретной задачи, сколько в том, 
как после ее решения ученик должен 
анализировать задачу такую: «Сколь-
кими способами можно выбрать из 10 
красных, 2 синих, 5 зеленых, 4 черных 
и 8 белых тюльпанов а) один цветок; 
б) три цветка?» Для удобства исполь-
зуем вероятностную формулировку: 
«Какова вероятность, что при вы-
боре одного цветка из 10 красных, 
2 синих, 5 зеленых, 4 черных и 8 бе-
лых тюльпанов мы выберем белый 
тюльпан? При выборе букета из трех 
тюльпанов все три цветка будут раз-
ного цвета?».

Если считать, что тюльпаны одно-
го цвета неразличимы, то мы только 
что нашли ответ 10/35 = 2/7 на второй 
вопрос, исследуя ситуацию c рыбками 
пяти пород. Но формулировка зада-
чи все же другая. И если рассматри-
вать задачу независимо от предыду-
щей, в такой формулировке все цветы 
должны быть различны. Почему? Хотя 
бы потому, что первый вопрос – о бе-
лом тюльпане – это задача о пирожках. 
Итак, это априори «другая задача». 
Другими словами, мы приспосаблива-
ется к разным формулировкам разных 
задач и, прежде чем отвечать на тот 
или иной вопрос, должны определить-
ся с классом задач, в который данный 
конкретный вопрос попадает. Плохого 
в этом ничего нет. Но неясности возни-
кают даже у специалистов. А что гово-
рить об учениках?

И все же попробуем разобраться. 
Рассмотрим задачу о цветах более при-
стально. Сначала решим простенькую 
комбинаторную задачку. 
 • «Сколькими способами можно вы-
брать букет из трех цветов, если 
имеется 5 роз и 7 пионов?»
Если все цветы различны, то выби-

раем из 12 различных предметов три. 
Повторений нет, порядок неважен. Итак,

имеем  возможностей. 

А если все цветы одинаковы, то есть 
как розы, так и пионы между собой нераз-
личимы? Тогда выбираем букет, состоя-
щий либо из трех роз, либо из одной розы 
и двух пионов, либо из двух роз и одного 
пиона, либо из трех пионов. Все. Это со-
единения из двух по три с повторениями 

без учета порядка, . 

А затем перейдем к вероятности. 
 • «Имеется 5 роз и 7 пионов. Какова 
вероятность, что при случайном 
выборе цветов мы получим букет 
из трех роз?» 
В первой модели пересчитываем 

все сочетания из 5 по 3, дающие благо-
приятные случаи, и делим полученное 
число на общее количество случаев, 
то есть на число сочетаний из 12 по 3: 

. Во второй модели 

получается 1/4 (три розы имеем только 
в одном случае из четырех возможных), 
то есть 0,25.

Формально обе модели имеют право 
на существование, однако с практи-
ческой точки зрения (мы бы сказали, 
интуитивно) первый вариант гораздо 
предпочтительней. Конечно, можно 
сказать, что приведены примеры со-
вершенно разных задач. Согласны. 
Но как ученик должен понять, что зада-
чи разные? Мы считаем, что решени-
ем проблемы будет такой подход: если 
речь идет о первой модели, то добав-
ление слова «различных» не утяжелит 
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текст, но прояснит ситуацию. А для вто-
рой модели следует использовать фор-
мулировку «про рыбок», не уточняя 
количество элементов каждого типа: 
«В магазине имеются розы и пионы. 
Какова вероятность, что при случай-
ном выборе цветов мы получим букет 
из трех роз?» Конечно, можно совсем 
не рассматривать задачи такого плана. 
Но они существуют. И если комбинато-
рике, именно комбинаторике уделить 
немного больше внимания, то многие 
проблемы можно решить естествен-
ным образом. 

Выводы и предложения

Итак, мы рассмотрели ряд проблем, 
связанных с изучением элементов ком-
бинаторики в современной школе. Обоб-
щим сказанное. 

1. Прежде всего, на наш взгляд, сто-
ит подумать над расширением содер-
жательной базы раздела «Элементы 
комбинаторики». В частности, помимо 
перестановок и сочетаний, можно и нуж-
но добавить как минимум размещения, 
кроме того, провести соответствующие 
доказательные рассуждения.

2. Какие вероятностные задачи, по-
мимо простейших, предлагать школь-
никам? На наш взгляд, следует рас-
ширить список задач, решаемых 
классическим комбинаторным мето-
дом. Такие задачи есть, и их разум-
ное тиражирование пойдет на пользу 
как комбинаторике, так и теории ве-
роятностей. При этом хотелось бы из-
бегать вероятностных задач на основе 
комбинаторных моделей, при решении 
которых происходит «обрубание» ча-
сти комбинаторной ситуации.

3. Нужен хороший учебник. Возмож-
но, вероятностный подход к решению 
задач, ведущий к «обрубанию» комби-
наторных моделей, вполне оправдан 
в свете поставленной задачи: научить 
школьников «чувствовать» вероят-
ность. Возможно. Но если мы хотим 

научить такому подходу, то ему нужно 
учить. Где можно хотя бы посмотреть 
примеры решения соответствующих 
задач? В основном – в Интернете. 
А Интернет – это не догма и даже не ру-
ководство к действию. У нас есть во-
просы. Хотелось бы получить на них 
обоснованные ответы. 

4. Как готовить студентов к обуче-
нию школьников элементам комбина-
торики? Как ни странно, такой вопрос 
перед нами не стоит. Наша позиция 
заключается в том, что комбинатори-
ку можно и нужно изучать независимо 
от теории вероятностей, например, 
в курсе «Дискретная математика». 
Именно так обстоят дела при обуче-
нии будущих учителей в Институте ма-
тематики и информатики Московского 
педагогического государственного 
университета (ИМИ МПГУ). Наши сту-
денты получают хорошую подготовку 
по комбинаторике в рамках курса дис-
кретной математики, помимо комби-
наторики включающего в себя теорию 
графов и теорию рекуррентных соот-
ношений [13]. 

Более того, мы считаем, что давно 
созрела необходимость введения кур-
са дискретной математики и в обуче-
ние школьной математике, по крайней 
мере на профильном уровне. Именно 
в этот курс как одна из существенных 
составляющих естественным образом 
войдет, помимо комбинаторики, теория 
графов, которая пока используется, 
как и комбинаторика, на службе у веро-
ятности, что с точки зрения математи-
ческой науки неверно. Полезным будет 
и систематическое изложение теории 
рекуррентных соотношений. Появле-
ние в школе курса по теории вероят-
ностей и статистике – первая ласточка, 
позволяющая нам надеяться на даль-
нейшие подвижки. Курс дискретной ма-
тематики в школе нужен. Нужен так же, 
как и курс арифметики (теории чисел). 
Мы поговорим об этом в следующей 
статье. 
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